Mardi 01 Septembre 2020

DEVOIR SURVEILLE 01 - ECS1

Durée : 3h Calculatrice interdite.

La présentation, la lisibilité, ['orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour
une part importante dans [’appréciation des copies.
Les candidats sont invités a encadrer, dans la mesure du possible, les résultats de leurs calculs.
1ls ne doivent faire 'usage d’aucun document : seule ['utilisation d 'une régle graduée est autorisée.

EXERCICE 01

1a. Déterminer le signe du trinéme —8m? + 8m + 16 de variable réelle m.
1b. Déterminer les valeurs du réel m pour lesquelles I'équation mx? + 4x + 2(m — 1) = 0 d’inconnue x a
au moins une solution.

2. Soitaetbdeuxréelstelsque: —3<a<2etl1<b<5.

2
Encadrer au mieux les nombres suivants : a?, a — 2b puis % .

3. Simplifier au maximum les nombres suivants :
B In12—-1In6

A= —In3 ; B =
¢ In4
u0=4

4. Soit (u,) la suite définie par {un+1 _ %(n 434w

4a. Montrer que la suite (v,,) définie par v,, = u, —n — 1 est une suite géométrique dont on donnera la
raison.
4b. En déduire une expression de u,, en fonction de n.
4c. Exprimer d’'une maniére simple en fonction de I'entier naturel n la somme
n

Sn = Uy
k=0

5. Résoudre sur leur domaine les inéquations suivantes :

A. x%? < 3x B.

>1 C.x—-1<-2
x—1

6. Dresser le tableau de variations complet des deux fonctions suivantes sur leur domaine de définition.

Justifier précisément les limites des fonctions aux bornes de ces domaines.

f(x) = xe ¥ surR gx) = Inx sur 10; +oo[

X

e ———————————————————————————
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EXERCICE 02

1

On considére la fonction f définie sur [0; +oo[ par f(x) = prap—

1. Démontrer que, pour tout réel x positif ou nul, e™ < e* .
2a. Déterminer la limite de f en +co.

2b. Etudier les variations de f sur [0; +oo].
3. On consideére les fonctions g et h définies sur [0 ; +oo par g(x) = eix et h(x) = %
3a. Démontrer que, pour tout réel x positif ou nul, h(x) < f(x) < g(x).

3b. Préciser une équation de la tangente (T) a la courbe représentant f au point d’abscisse 0.

EXERCICE 03

On considere la suite définie, pour tout entier naturel non nul, par

k=n 1
=y
k=1k(k +1)

1. Calculer et simplifier s4, s, et s3.
2. Etudier les variations de cette suite.

3. Prouver que pour tout entier naturel n non nul,
n

n+1

Sp =

4. En déduire la limite de la suite (s,).

EXERCICE 04

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = e™%* + x.
1. Résoudre sur R I'inéquation e 7%* < %

2. Dresser le tableau de variations de fsur R.

3. Déterminer le nombre de zéros de la fonction f, en justifiant votre réponse.

1
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ELEMENTS DE CORRECTION

CORRIGE EXERCICE 01

1a. Déterminer le signe du trindbme —8m? + 8m + 16 de variable réelle m.

On pourrait passer par le discriminant, mais il y a plus rapide !
racines évidentes

—8m?+8m+ 16 = —8(m? —m — 2) = —-8(m+1)(m—2)
Ses racines sont —1 et 2 : comme son coefficient dominant est négatif, on obtient :
m —00 -1 2 + o
—8m? 4+ 8m + 16 - 0+ 0 -

1b. Déterminer les valeurs du réel m pour lesquelles I'équation mx? + 4x + 2(m — 1) = 0 d’inconnue x a
au moins une solution.

Pour chaque valeur du réel m, on pose P, (x) = mx? + 4x + 2(m — 1) définie pour tout x € R.

Deux cas apparaissent :

e Sim = 0: P estune fonction affine. L'équation P(x) = 0 devient 4x — 2 = 0 qui admet une solution
(donc au moins une).
e Sim #0: P estun trindbme de discriminant
Ap,=16—-8m(m—1)=-8(m? —m—2)
A, est le trinbme de la question 1a : on sait alors que B,, admet au moins une racine ssi son
discriminant A,,, est positif ou nul donc ssi m € [—1; 2] (pour m # 0 rappelons-le).

Ces deux points réunis donnent finalement comme ensemble de solutions pour m, S = [—1; 2].

2. Soitaetbh deuxréelstelsque: —3<a<2etl1<bh<5.
2
Encadrer au mieux les nombres suivants : a?, a — 2b puis % .

e Attention, la fonction carré n’est pas croissante sur [—3; 2]. On peut juste dire que
si—3<a<?2alors0<a?<9?

e Attention, on ne peut soustraire des inégalités, la stratégie est la suivante : multiplier par —2 et
ajouter. On a
—3<ac<? —3<ac<?2
1<b<5 -10<-2b< -2
sens, ce quidonne : —13 <a—2b < 0.

puis puis on peut additionner des inégalités rangées dans le méme

e Attention, on ne peut diviser des inégalités, la stratégie est la suivante : appliquer la fonction
inverse (décroissante sur [1; 5]), puis multiplier 'encadrement de a? par celui de % (que des
positifs). On a

0<a<9 . e o 0<a<9 _
— _ — _ puis, par décroissance de la fonction inverse sur [1;5], 1 _ 1 et donc par produit,
1<b<5 5 < > <1
a2
0<—<9
b
. e . . . —In3 In12-In6
3. Simplifier au maximum les nombres suivants : A = e ;. B = i
—,-In3 __1 _1
e A=e =Tz 3
12
In12-In6 _ I In2 1
[ ] B = = = = -
In 4 In22  2In2 2

D.Pinel, revisermonconcours.fr - Page 3


http://revisermonconcours.fr/?ref=doc

. . r . uO = 4
4. Soit (u,) la suite définie par {un+1 _ %(n 4341
4a. Montrer que la suite (v,,) définie par v,, = u,, — n — 1 est une suite géométrique dont on donnera la
raison. On a:

Vpg1 =Upyy—(m+D)—-1=u,,, —n—-2 =%(n+3+un)—n—2
1 1 1 1
=§un—§n—§=5(un—n—1) :E‘Un
(vy,) est une donc suite géométrique de raison % .

4b. En déduire une expression de u,, en fonction de n.

e La suite (v,) est géométrique de raison % et de premier terme vy = ug — 0 — 1 = 3. Ainsi,

11’1
”n=3>‘(§>

e Parailleurs, u,, = v, + n+ 1 par définition, doncon a:
n

1
un=3x(§> +n+1

4c. Exprimer d’'une maniéere simple en fonction de I'entier naturel n la somme S,, = Y3 U-
Par linéarité de la somme, et utilisation des sommes de termes consécutifs de suites géométriques (ou

arithmétiques)
1 n+1

- - AL 1-(3) n+2
Sn=Zuk=23><(§> +Z(k+1)=3x—1+(n+1)xT
k=0 I-5

5. Résoudre sur leur domaine les inéquations suivantes :
A. x? < 3x : Attention ! surtout ne pas diviser par x, on ne connait pas son signe.
x? <3x © x(x —3) < 0: x(x — 3) est un trindbme de racine 0 et 3, de coefficient dominant 1 > 0, il est

donc négatif a l'intérieur de ses racines. L’ensemble des solutions est : S = [0; 3]
5x-5

B. e 1 : Attention ! on ne multiplie pas des deux cotés par 3 — 4x, on ne connait pas son signe.
X Es1eX 3 13002850 un produit est du signe d’un quotient, donc 2228 est du signe du
3—4x 3—4x 3—4x 3 s 8 32 3—4x
trinbme (9x — 8)(3 — 4x). Celui-ci, de racines R T eto=5..aun coefficient dominant négatif, donc il
est positif entre ses racines. Ainsi, S =] %;g].
—(v—1)2

Cr- 1< ol x-1>0eEXY 5

x-1 x—1 x—1

Déterminons le signe du trinbme au numérateur.

Plutét que de développer, chercher le discriminant... trouvons directement les racines.
8—(x—1)2=0eo(x-1)2=8ox—1=+/8

Ce trinéme a donc pour racines : 1 — 2v2 et 1 + 2v/2. Grace a la méme régle de signe que

précédemment, on obtient alors :

x —0 1-2¢/2 1 1+ 2v2 +o0
8 — (x —1)? - 0 + | + 0 —
x—1 - | = 0 + | +
8— (x —1)2 + 0 — [| + 0 -
—

Ainsi, S =] — 00; 1 — 2v2[U]1; 1 + 2/2[
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6. Dresser le tableau de variations complet des deux fonctions suivantes sur leur domaine de définition.

Justifier précisément les limites des fonctions aux bornes de ces domaines.

f(x) =xe ?* surR

f est dérivable sur R de dérivée f'(x) = 1le 2* + x(—2)e™2* = ¢~2*(1 — 2x) qui est du signe de 1 — 2x

glx) = IHTX sur ]0; +oo[

g est dérivable sur son domaine de dérivée g'(x) =%

x | —oo Y +% | On a par ailleurs :
f + 10 - e lim f(x) = —oo par produit (« —co x (+c0) »)
1 -1 xXx—>—00
f 2¢ e lim f(x) = 0 par croissances comparées
7] N x—+00
—o0 0

Ixx—1Inx 1-Inx

x2 x2

qui est du signe de 1 — In x.

Etudions le signe du numérateur en résolvant par exemple

x 10 e +00 l1-lnx>0ehx<lex<e
!
9 * 0_1 On a par ailleurs :
e . . —00 5 }
g P N ° ,}lrél+g(x) = —oo par quotient ( « <+ -quin est pas une F.l.»)
—0o0 0 . lim g(x) = 0 par croissances comparées a nouveau
+00

xX—

CORRIGE EXERCICE 02

On considére la fonction f définie sur [0; +oco[ par f(x) = ex:e—x :

1. Démontrer que, pour tout réel x positif ou nul, e™ < e* . Pour tout x = 0, —x < x donc par croissance
de la fonction exp on a e™ < e*.

2a. Déterminer la limite de f en +c0. Ona lim e* =+wet lim ¢™ = lim 1o , donc

X—>+00 X—>+0 x—+0 ¥

lim (ex +e )
X—>+0

=+ et lim
x40 ¥ 4o

=0 par quotient. Ainsi, 1ir1{1 flx)=0.
X—>+00

2b. Etudier les variations de f sur [0; +oo[. f est de la forme f:l avec v(x) = e* + e~ * dérivable et ne
v

s’annulant pas sur [0;+x[, donc f est dérivable sur [0;+=[ et f':—v—z. Par conséquent :
\4

ef—e” __e
(ex +e )2 (ex +e )2
D’apres la question 1 :six > 0, alors e * <e": donc /'(*)<0, pourtoutx >0 :
f est donc décroissante sur [0;+x] .

S(x)==

3. On considere les fonctions g et h définies sur [0 ; +oo[ par g(x) = e—lx et h(x) = %
3a. Démontrer que, pour tout réel x positif ou nul, h(x) < f(x) < g(x).
o Pourtout x, 0 < e™ donc en ajoutant e* a chaque membre on trouve e* < e* + e™*
e D’aprés Q1, pour x > 0, e * < e* donc en ajoutant e* a chaque membre, e* + e™* < 2e”*.

Ainsi, 0  ox < el 4 et < e* par décroissance de la fonction inverse sur ]0;+x[,

1, 1 — 22%>0 . On a donc bien h(x) = f(x) < g(x), pour tout réel x positif ou nul.
+e e

et e
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3b. Préciser une equation de la tangente (T) a I au point d’abscisse 0. Ona f'(0)=0, donc la tangente
(T)a rau point d'abscisse 0 est paralléle a 'axe des abscisses et a pour équation : y=/(0), soit

CORRIGE EXERCICE 03

On considere la suite définie, pour tout entier naturel non nul, par s, = Zk 1

k(k+1)
1. Calculer et simplifier S1, S, et s3.
° Z 1
k= 1k(k+1) 2
1 1 4 2
. Zklkum) 2757573
-3 1 1.1, 1 2 1 9 3
. —Zk=1k<k+1) 2tetn =3 te" s
2. Etudier les variations de cette suite. D’apreés la relation de Chasles,
k=n+1 1 1
S = + — S, = >0
nH Z k(k+1) Lik(k+1)  (n+Dn+2) " (n+1Dn+2)

Sn
Cette suite est donc croissante.
n
n+1

. n .
Soit P(n) : « s, = : » pour tout entier naturel n non nul.

3. Prouver que pour tout entier naturel n non nul, s,, =

1

* 5 == : donc P(1) est vraie
e Supposons que pour un rang n on ait s,, = %
D’aprés Q2, on sait que S, 41 = S, + DD donc par hypothese de récurrence,
n 1 n?+2n+1 (n+1)? n+1

= + = = =
L1 T+ D42 (m+Dm+2) m+Dm+2) n+2
La proposition P(n + 1) est donc vraie.

4. En déduire la limite de la suite (s, ). En +00, la limite de cette fonction rationnelle est celle du quotient

£ s R _
de ses termes de plus haut degré, a savoir,— = 1 : ainsi, nllT (Zk k(k+1)) 1

CORRIGE EXERCICE 04

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = e™#* + x.

, o . _ 1 . . .
1. Résoudre sur R I'inéquation e ™2* < 5 Par croissance (stricte) du logarithme,

1 In2
_2x<2=) 2x<—ln2<=>x>T
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2. Dresser le tableau de variations de fsur R.

e f estdérivable de dérivée f'(x) = —2e72* + 1
e Etudions par exemple I'inéquation f'(x) > 0 :

1
ffx) >0 -2 +1>002e P <loe <=

2
D’aprés Q1, on obtient alors X In2
—00 —_— + oo
2
-0 «
ECe) +oo
f N 7
1+In2
2

e Parsomme, lim f(x) = 400 (« 0+ o0 »)
X—+00

e En—oo:f(x) =e 2 +x=e"?*(1+ xe?).
Par croissances comparées, lim xe?* = 0 donc par produit, lim f(x) = +oo.
X——00

X—>—00

1+In2

3. Déterminer le nombre de zéros de la fonction f, en justifiant votre réponse. Comme >

>0, f est
minorée par un réel strictement positif donc elle ne s’annule pas.
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